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Resumo

Este trabalho é um recorte de uma pesquisa que estd em andamento, onde o objetivo é fazer uso de
tecnologias da informac&o e comunicacdo (TIC) no processo ensino aprendizagem. A ideia é trabalhar
com o software GeoGebra como ferramenta de auxilio no desenvolvimento de atividades a serem
desenvolvidas com alunos do ensino basico e ingressantes no curso de licenciatura em matematica.
Por meio de observacdes de como o estudo do topico TransformagBes Geométricas € sugerido em
documentos como BNCC e PCN, escolheu-se uma maneira dinamica de entender tais conceitos e
determinar uma aplicagdo para o conteddo. Para isso, neste trabalho é detalhada a construcdo de
interagdes do Fractal Tridngulo de Sierpinski utilizando ferramentas como sequencias e homotetias,
presentes no software GeoGebra.
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Introducéo

Pensando no ensino do tépico Transformagfes Geométricas tanto no Ensino Superior
quanto na Educacdo Basica, esse geralmente é visto de forma estatica sem muitas aplicacdes.
Documentos como a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN), apresentam conceitos relacionados aos contetidos.

Para o Ensino Fundamental, anos iniciais, a BNCC aponta que por exemplo, 0 ensino
de simetria deve ser introduzido por meio da manipulacdo de representacdes de figuras
geométricas planas em quadriculados ou no plano cartesiano. J& para os anos finais, temos no
que se refere a unidade tematica Geometria, o estudo de transformacBes, como pode ser
observado no seguinte trecho.

“Em relacéo ao pensamento geomeétrico, eles desenvolvem habilidades para
interpretar e representar a localizacéo e o deslocamento de uma figura no
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plano cartesiano, identificar transformacGes isométricas e produzir
ampliacOes e reducgdes de figuras. Além disso, sdo solicitados a formular e
resolver problemas em contextos diversos, aplicando os conceitos de
congruéncia e semelhancga. (BRASIL, 2017, p.517).”

Com relacéo ao Ensino Médio, a BNCC apresenta competéncias como meio para tratar
dos contetdos, na Habilidade Especifica 5, referente a Competéncia 1. Ela sugere que o estudo
envolvendo as TransformacBes Geométricas pode ser trabalhado do primeiro ao terceiro ano

do Ensino Médio,

“Utilizar as nocbes de transformacbes isométricas (translacdo, reflexao,
rotacdo e composigdes destas) e transformacfes homotéticas para analisar
diferentes producGes humanas como construc@es civis, obras de arte, entre
outras. (BRASIL, 2017, p. 525).”

Tanto para o Ensino Fundamental como o Ensino Médio, na BNCC, € sugerido 0 uso
de softwares para auxiliar no ensino dos conteudos citados acima. Conforme os PCN, a
medida que vamos nos integrando ao que se denomina uma sociedade da informacédo
crescentemente globalizada, é importante que a educacéo se volte para o desenvolvimento das
capacidades de comunicacao, de resolver problemas, de tomar decisdes, de fazer inferéncias,
de criar, de aperfeicoar conhecimentos e valores, de trabalhar cooperativamente (BRASIL,
1999, p. 40). Levando em conta tais consideracfes, observamos que é possivel que o ensino
das Transformacdes Geomeétricas se torne, por meios tecnologicos e dindmicos, um contetdo
atrativo e com significado para os alunos.

Assim, trabalho tem por objetivo apresentar uma aplicacdo para as Transformacoes
Geométricas com o auxilio do software GeoGebra, no estudo da Geometria Fractal. Também
pretende-se apresentar para a comunidade de professores de Matematica,
possibilidades de utilizacdo de conhecimentos matematicos (geometria e
aritmética) e computacionais (sobre 0 GeoGebra) para a
producdo de construcbes geométricas.

Sobre transformacoes
Como citado anteriormente, o estudo de Transformagdes Geométricas, estd presente

nos conteudos sugeridos para o curriculo da educagéo bésica, e figura do tipo fractais, séo

exemplos de aplicacGes para esse topico. Um fractal, segundo Salum (2005) é definido como
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uma figura que pode ser fragmentada em inimeros pedacos, sendo que cada um desses
pedacos € uma reproducdo de toda a imagem (ou de uma imagem inteira).

Para a construcdo/reconstrucdo de uma imagem inteira Rosseaue Saint-Aubin (2015),
enfatiza a importancia de entender o que sdo transformacdes afins. Para exemplificar a
construcdo de uma imagem inteira, os autores consideram a folha de uma samambaia. Ela é a
unido do talo, e trés folhas de samambaia (Figura 1).

Cada uma dessas pecas € a imagem da samambaia inteira sob uma transformacao afim.

“[...] a transformagdo T1, que mapeia folha inteira menos os dois ramos de
baixo,

a transformagdo T, que mapeia a folha inteira no ramo esquerdo baixo,

a transformagéo T3, que mapeia a folha inteira no ramo direito abaixo,

a transformacdo T4, que mapeia a folha inteira na parte de baixo do talo.
(ROUSSEAU e SAINT-AUBIN, 2015, p.66)”

Figura 1- Folha de uma samambaia.

Fonte: Ciéncia tube (2011).

Para tanto, Rousseau e Saint-Aubin (2015), apresenta a seguinte definicdo para
transformacéo afim,
“Uma transformacio afim T: R? - R? é a composicdo de uma translagdo com uma

transformacéo linear, podendo ser escritacomo T(x,y) = ax + by + e, cx +dy + f)”.
Lembrando que é possivel utilizar a notacdo matricial para representar transformagoes

afins, temos que a transformacéo exemplificada acima pode ser escrita como

X\ _ (a b\ (X e
()= (¢ ) G)+ ()
A Figura 2 ilustra um exemplo de transformacdo afim simples, uma Homotetia de

razdor: T(x,y) = (rx,ry).
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Figura 2- Homotetia de razéo r.
r=073

(2

Fonte: Autores.

As representacdes de Fractais construidos utilizando transformacdo afim sdo
chamados de atratores de sistemas iterados de funcdes. Rousseau e Saint-Aubin (2015),

apresenta a seguinte definicdo para estes termos:
“Uma transformagdo afim ¢ uma contragdo afim se a imagem de qualquer
segmento de reta ¢ um segmento de reta mais curto.”

“Um sistema iterado de fungdes € um conjunto de contracdes afins

{Ty, o) T}
“O atrator de um sistema iterado de Fungdes {T4, ..., Ty, } S€réd o Unico objeto

geométrico Atal que A = T;(A) U ...U T, (4).”

Para exemplificar, considere o triangulo (Figura 3A), ele pode ser constituido como a
unido de 4 triangulos menores congruentes, e ndo sobrepostos (Figura 3B).

Figura 3 — Exemplo de um sistema iterado.

Fonte: Autores.
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“Mandelbrot define: Um Fractal é forma composta de partes que de algum modo sdo
semelhantes” (ALVES, 2007), ou seja, essas formas geométricas possuem entre si a
autossimilaridade, no qual consiste em obter réplicas menores da figura por meio de sua
divisédo ou ampliagéo.

Uma relacédo de transformacao afim e fractais é dada em Eberson (2004), que apresenta
atividades para construcdo de fractais utilizando sistemas iterados de funcdes em ambientes
de geometria dindmica. Visto que a Geometria Fractal

“¢ uma area ainda em efervescente desenvolvimento, mais voltada ao
crescimento do que ao aprofundamento e na qual novas descobertas e

criagdes sdo anunciadas com novos enfoques e novas aplicagdes”
(EBERSON, 2004, p. 15).

Ainda segundo o autor, a Geometria Fractal se utiliza de ferramentas simples da
Algebra Linear, tornando-se acessivel a alunos do ensino basico, e o que torna esse estudo
interessante é a maneira como essas ferramentas sdo aplicadas.

A escolha do software de matemaética dindmica, GeoGebra, é devido as diferentes
possibilidades de representacdo que ele oferece. Isto transparece nas palavras de Gravina
(2001),

“[...] pode-se afirmar que a base de conhecimento dos ambientes de
geometria dinamica e a interface de trabalho por eles disponibilizada
propiciam, com manipulacdo de objetos concretos-abstratos na tela do
computador, a ascensdo de patamar de conhecimento, de empirico para
inserido em modelo tedrico. (GRAVINA, 2001, p.88).”

Além do mais, com o uso de softwares como o0 GeoGebra, é possivel que o usuario
explore e com isso construa suas proprias conclusdes, verificando a validade das mesmas.
Segundo Zulatto (2002) isso é viavel devido aos seus recursos, como 0 mover, permitindo a
visualizacao de diferentes formas da construgéo.

O software de matematica dindmica GeoGebra além de gratuito é caracterizado por
sua interface fécil de utilizar. Contudo, apresenta ferramentas de grande valor e permite o

usuario visualizacao de diferentes registros de representacéo.
Metodologia

Este trabalho que, quanto os procedimentos técnicos, caracteriza-se como uma
pesquisa bibliografica, é proveniente de um projeto de pesquisa intitulado “Dificuldades,

obstaculos e possibilidades no ensino e na aprendizagem de Matematica”. Tal projeto tem por
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objetivos fazer uso de tecnologias da informacdo e comunicacdo (TIC) no ensino
aprendizagem, ao trabalhar com o software GeoGebra como ferramenta de auxilio no
desenvolvimento de atividades a serem desenvolvidas com os alunos do ensino bésico e
ingressantes no curso de licenciatura em matematica. Nesse caso em particular, escolheu-se
os temas Transformacdes Geométricas e Fractais. Observamos que os resultados apresentados
no presente artigo, sdo provenientes do projeto acima citado. A pesquisa que estamos
realizando ainda n&o foi finalizada e o objetivo maior ¢ utilizar os conceitos de Algebra Linear
e o software GeoGebra para construir a folha de uma samambaia, que é a representagdo de um

Fractal que pode ser encontrado na natureza.
Desenvolvimento

Para exemplificar o uso das TransformacBes Geométricas na construcdo de
representacfes de fractais, construiremos sete interacbes do Fractal conhecido como
Triangulo de Sierpinski. Os comandos do software GeoGebra utilizados na representagdo do
referido Fractal sdo: “Homotetia”, que é responsavel por reduzir ou ampliar a imagem o
quanto desejarmos; “Sequéncia” que possibilita criar um nimero infinito de objetos, a partir
de parametros estabelecidos; ““Lista”, com esta ferramenta podemos criar uma lista de objetos
como pontos, segmentos de reta, poligonos entre outros. A apresentacdo desses comandos €
ilustrado na Figura 4.

Figura 4 - Apresentagdo dos comandos no software.

Entrada: Homotetial <Objeto>, <Razdo>, <Centro> )

Entrada: Lista( <Expressdo>, <Variaveis>, <Valores Iniciais>, <Contagem= }

Entrada; Sequéncial <Expressaos, <Varavel», <valor inicial», <Valor Final», <incrementos )

Fonte: Autores.

Na sequéncia, apresentaremos a rotina necessaria para construir as cinco primeiras
interacOes do Fractal Triangulo de Sierpinski.

Inicialmente, utilizando a ferramenta Poligono Regular, constroi-se um triangulo de
base medindo 1 (escolhemos essa medida, mas poderia ser qualquer outra), na Janela de
Visualizacdo. Posteriormente marca-se 0os pontos médios referentes aos lados do tridngulo e o

ponto G, que é o baricentro do mesmo (Figura 5). Para marcar os pontos médios, uma sugestao
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é utilizar a ferramenta “Ponto Médio” e para determinar o baricentro, como se trata de um

triangulo isdsceles, usamos o comando “Centro de gravidade”.

Figura 5- Pontos médios referentes aos lados do triangulo

Arquivo Editar Exibir OpcGes Femamentas Janela Ajuda

Al elle) 4N =] 2]

» Janela de Visualizagio Poligono Regular
Selecione primeiro dois pontos e, depois, entre com o niimero de vériices

Entrada

Fonte: Autores.

Na sequéncia, criamos listas, com o objetivo de aplicar as transformacdes necesséarias.
Para isso, no campo Entrada, digitamos os pontos A, B e C entre chaves, para criar uma lista
referente aos vertices do triangulo. Nas propriedades da lista, a renomeamos como L_1.

A segunda lista, denominada L_2, tem a forma L 2 = {Homotetia (poll, -1/ 2, G)},

. . ~ 1 ~ . . - A
que determina uma homotetia de razdo = em relacdo ao centro do primeiro tridngulo

N

construido. Observamos que essa € a razdo escolhida, pois escolhemos o lado do triangulo
como sendo 1.
Figura 6- Lista 1 e Lista 2.

r Edbr Opgles Femamentas Jassla Auda

" e g
B e o

Entrada: {1 poll, -112, Gi}

]: Entrada:|{A, B, C}

Fonte: Autores.
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A proxima lista, da forma L 3= {Sequéncia [Expressdo, Variavel, Valor Inicial, Valor
Final]}, possui o objetivo de construir homotetias de razéo % do segundo triangulo, em relacao
a cada vertice do primeiro triangulo.

Neste caso, em “Expresséo” digitamos o comando “Homotetia [Objeto, Razéo,
Centro]”, onde o objeto utilizado foi a segunda lista construida (L_2) e a razdo € %. No lugar
de “Centro” digitamos o comando “Elemento [Lista, Posicdo do Elemento]”. Em “Lista”
colocamos L_1 e a posicdo como sendo i. Para terminar o comando “Sequéncia”, temos a
variavel definida por i, valor inicial 1 e valor final 3 (Figura 7).

Figura 7- Comando lista L_3.

Entrada: ( (L_2, 0.5, (L_1,0,1%1,3)

Fonte: Autores.
As proximas listas seguem a mesma ideia da lista L_3. O que varia em cada uma, € a
lista colocada em “objeto”. Observamos que “em objeto” sempre é colocada a lista anterior,
conforme ilustra a Figura 8.

Figura 8- Comando listas.

Listal_4
Sequéncia(HomotetialL_3, 0.5, Elementa(L_1, 1)), 1, 1, 3)
ListaL_b
Sequéncia(Homaotetia(L_4, 0.5, Elemento(L_1, i), 1, 1, 3)
Listal_#&
Sequéncia(Homaotetia(L_5, 0.5, Elemento(L_1, 1)), 1, 1, 3)
ListalL_7
Sequéncia(Homotetia(L_&, 0.5, Elemento{L_1, i), 1, 1, 3)
ListalL_8
Sequéncia(HomotetialL_7, 0.5, Elemento(L_1,i)),i, 1, 3)
Fonte: Autores.
Para encerrar a construcdo, criamos um “Controle Deslizante” com valor minimo de 1

e valor maximo de 7 (nimero de iteracOes realizadas nesta construgdo). Com esta ferramenta

é possivel ver a construcdo da representacdo do Fractal de forma dindmica, utilizando a
ferramenta animar, como ilustra a Figura 9.
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Figura 9- Modificacdo do Fractal conforme o valor do Controle Deslizante.

"

Fonte: Autores.

Utilizando o software e suas ferramentas observamos que a construcdo se tornou
simples. Podemos observar também as TransformacGes Geométricas que estdo presentes.
Basicamente durante toda construcdo sdo utilizadas homotetias e translacbes das mesmas.
Pode-se também construir representacdes de Fractais andlogas a realizada, utilizando outras
formas geométricas, como por exemplo quadrados ou outros poligonos regulares®.
Concluséao

Pensando nas constantes evolucdes das TIC temos cada vez mais recursos para
auxiliar no processo de compreensdo de conceitos matematicos. Neste sentido, esse trabalho
procurou apresentar aplicagfes para o topico Transformagdes Geométricas, que sao citdos nos
PCN e na BNCC, por meio da construcdo de interagOes do Fractal Triangulo de Sierpinski,
utilizando o software GeoGebra. Observamos que o software, por sua vez, possibilitou
importante contribuicdo neste sentido, uma vez que por meio dele é possivel o
desenvolvimento de diversas construgdes dinamicas e interativas que diversificam a maneira
de olhar para o tépico TransformacBes Geométricas. Além disso, essa foi a primeira
construcdo realizada. Na sequéncia pretendemos modelar a folha da samambaia (nosso fractal
foco) por meio de curvas “Splines” e aplicar as “Transformacfes Geométricas”, de modo a

conseguir interacdes do fractal foco.

! Essa construgdo esta disponivel em https://www.geogebra.org/classic/djfaafse. Para acessar os passos da
construcdo é possivel realizar o download do arquivo e acessar o protocolo de construgéo.
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